TYPES ET CONTRAGREDIENTES 



par 



Guy Henniart & Vincent Secherre 



Resume. — Soit G un groupe reductif p-adique, et soit R un corps algebriquement clos. Soit 
7r une representation lisse de G dans un espace vectoriel V sur R. Fixons un sous-groupe ouvert 
et compact K de G et une representation lisse irreductible g de K dans un espace vectoriel W de 
dimension finie sur R. Sur l'espace Hoiiik(W, V) agit l'algebre d'entrelacement 3f(G,K,W). Nous 
examinons la compatibilite de ces constructions avec le passage aux representations contragredientes 
V v et W v , et donnons en particulier des conditions sur W ou sur la caracteristique de R pour que 
le comportement soit semblable au cas des representations complexes. Nous prenons un point de 
vue abstrait, n'utilisant que des proprietes generates de G. Nous terminons par une application a la 
theorie des types pour le groupe GL„ et ses formes interieures sur un corps local non archimedien. 

Abstract. — Let G be a p-adic reductive group, and R an algebraically closed field. Let ir be 
a smooth representation of G on an R-vector space V. Fix an open compact subgroup K of G 
and a smooth irreducible representation of K on a finite-dimensional R-vector space W. The space 
HoniK(W,V) is a right module over the intertwining algebra M(G,K,W). We examine how those 
constructions behave when we pass to the contragredient representations V v and W v , and we give 
conditions under which the behaviour is the same as in the case of complex representations. We 
take an abstract viewpoint and use only general properties of G. In the last section, we apply this 
to the theory of types for the group GL„ and its inner forms over a non- Archimedean local field. 
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§1. Introduction 

1.1. — Soient p un nombre premier et G un groupe reductif p-adique. Dans l'etude des repre- 
sentations lisses de G dans des espaces vectoriels complexes, la restriction aux sous-groupes 
ouverts et compacts joue un role important [3, 4]. Dans ce contexte, on fixe un sous-groupe 
ouvert et compact K de G et une representation lisse irreductible g de K dans un espace vectoriel 
complexe W, de dimension finie. Pour toute representation lisse tt de G dans un espace vectoriel 
complexe V, on forme l'espace d'entrelacement HouikCW, V) qui est naturellement un module 
a droite sur l'algebre d'entrelacement - ou algebre de Hecke - IK(G, K,W). Passant aux con- 
tragredientes, l'espace Homx(W v , V v ) est naturellement un module a droite sur Jt(G, K, W v ). 
Mais cette derniere algebre est naturellement anti-isomorphe a JC(G, K,W). Dans ce cas clas- 
sique, les representations lisses de K sont semi-simples, et Houlk(W v ,V v ) s'identifie au dual 
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de HoniK(W, V), comme module a gauche sur !K(G,K, W) : nous retrouverons plus loin ce cas 
particulier. 

1.2. — L'arithmetique des formes modulaires a impose l'etude des representations lisses de G 
dans des espaces vectoriels sur un corps algebriquement clos R, de caracteristique quelconque 
[9, 7, 5]. En l'absence de methodes analytiques, la restriction aux sous-groupes ouverts et 
compacts est en ce cas un outil encore plus important que dans le cas complexe. On a de la 
meme fagon que plus haut des modules d'entrelacement HoniK(W, V) sur des algebres de Hecke 
5f(G, K,W) a coefficients dans R. 

Dans le cas ou la caracteristique de R n'est pas p, on dispose d'une bonne theorie des contra- 
gredientes, et il est necessaire d'examiner le comportement des modules Houlk(W, V) par passage 
aux contragredientes. 

Comme dans le cas complexe, on dispose d'un anti-isomorphisme d'algebres de JC(G, K, W) 
sur [K(G,K,W V ), de sorte que Hohik(W v ,V v ) est un module a gauche sur !K(G,K,W). Par 
ailleurs on a un accouplement naturel (4>,ip) V 7 ) de HomK(W,V) x Homx(W v , V v ) dans 

R. Cependant cet accouplement peut etre degenere. On cherche dans quelles conditions il est 
non degenere, et hermitien au sens oil <(0T,'f/>) = (0, Tiji) pour T e !K(G,K, W). En particulier, 
nous obtenons le resultat suivant (voir la remarque 2.4 et le theoreme 3.4). 

Proposition 1.1. — Supposons que le pro-ordre de K est inversible dans R. Alors I'accouple- 
ment Houlk(W, V) x Homx(W v , V v ) — > R est non degenere et hermitien. 

1.3. — Supposons R de caracteristique £ differente de p, et examinons le cas, inevitable en 
pratique, ou I divise le pro-ordre de K. Alors les representations lisses de K ne sont plus 
forcement semi-simples, et l'accouplement peut effectivement etre degenere. Cependant une 
situation frequente est celle oil K possede un sous-groupe distingue ferme Ki, de pro-ordre 
premier a £, qui verifie les deux conditions suivantes : 

(1) La restriction de g a Ki est multiple d'une representation irreductible r]. 

(2) Le composant isotypique de ir de type g est aussi le composant isotypique de type r\. 

En ce cas, l'accouplement plus haut est encore non degenere (voir ci-dessous §2.4), et si de plus 
i ne divise pas la dimension de W, il est aussi hermitien (theoreme 3.4). 

1.4. — Le but de cette courte note est d'etudier la situation generale. Nous prenons un point de 
vue abstrait, ou G est un groupe localement profini et R un corps commutatif quelconque. Dans 
un premier temps, nous examinons les representations lisses de K dans des espaces vectoriels sur 
R, et leur comportement par passage a la contragrediente. Nous passons ensuite a l'etude des 
modules d'entrelacement. Notre conclusion essentielle reside dans les formules (3.5) et (3.6) du 
§3.2, dont la comparaison permet ensuite de donner des criteres et exemples ou l'accouplement 
est hermitien. 

1.5. — Pour finir, nous donnons des applications de ce travail a la theorie des types d'un groupe 
lineaire general sur un corps local non archimedien F. Nous prouvons que les types simples de 
Bushnell-Kutzko - et plus generalement leur version modulaire construite dans [6] pour les for- 
mes interieures de GL n (F), n ^ 1 - satisfont aux conditions requises pour que l'accouplement 
soit non degenere et hermitien, et ce pour toute representation V de G qui est un sous-quotient 
d'une representation engendree par son composant isotypique de type g (theoreme 4.1). 
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§2. Representations de K 

2.1. — On fixe desormais un corps commutatif R, et on note I sa caracteristique. Par repre- 
sentation (tt, V) d'un groupe G, on entendra representation dans un espace vectoriel V sur le 
corps R. 

Dans ce paragraphe 2, on fixe un groupe profini K. Si (tt, V) est une representation lisse de K, 
sa contragrediente ir v est la representation naturelle de K dans le sous-espace V v du dual V* de 

V forme des formes lineaires sur V dont le stabilisateur dans K est ouvert. L'homomorphisme 
devaluation V x V v — > R defini par (x,A) >—> A(x) induit un entrelacement naturel de V vers 
son bicontragredient V vv . 

Si V est de dimension finie, ir se factorise par un quotient fini de K, de sorte que V et V v ont 
meme dimension et que 1' entrelacement naturel de V dans V vv est un isomorphisme. Montrons 
par un exemple que ces bonnes proprietes ne s'etendent pas forcement aux representations de 
dimension infinie. 

Exemple 2.1. — On suppose que i n'est pas nul, et aussi que le pro-ordre de K est divisible 
par i 00 ; autrement dit, pour chaque entier r > 1, K possede un sous-groupe ouvert, qu'on 
peut prendre distingue, d'indice divisible par P '. Considerons la representation (lisse) de K dans 
l'espace V des fonctions localement constantes de K dans R, disons par translations a droite. 
Prouvons que V v est nul. 

Soit A e V v . II suffit de prouver que, si J est un sous-groupe ouvert de K fixant A, alors A 
est nulle sur le sous-espace vectoriel de V forme des fonctions invariantes a droite par J. Grace 
a l'hypothese, il existe un sous-groupe ouvert distingue J' de J dont l'indice est divisible par I. 
Fixons un systeme X de representants de J'\J dans J. Pour g dans K, la fonction caracteristique 
de gJ est somme des fonctions caracteristiques Xk de gJk, pour k parcourant X ; mais A(xfc) ne 
depend pas de k, et le cardinal de X est divisible par £, de sorte que A s'annule sur la fonction 
caracteristique de g J. 

2.2. — Fixons une representation lisse absolument irreductible (g, W) de K : elle est done de 
dimension finie sur R. Soit (vr,V) une representation lisse de K. La donnee de deux entrelace- 
ments <fi e Homx(W, V) et ip e HorriK(W v , V v ) definit un entrelacement : 

<j>®rp e Hom K xK(W x W v , V x V v ). 

Composant avec revaluation V x V v —> R, on obtient un entrelacement dans Homx(W x W v , R), 
ou K agit sur W x W v par Paction diagonale. Comme g est absolument irreductible de dimension 
finie, l'espace HomK(W x W V ,R) est de dimension 1, de base revaluation W x W v — > R. On 
obtient done un accouplement naturel (4>,ip) >-» {4>,ip} de Homx(W,V) x HomK(W v ,V v ) dans 
R, donne par la formule : 

7p(lV V )((J)(w)) = {(j),1p) • W V (w) 

pour toeWetii) v e W v . 

Cet accouplement peut etre degenere, puisque nous avons vu que V v peut etre nul sans que 

V le soit. Etudions cela plus avant. 

Remarque 2.2. — Comme W est de dimension finie, le passage au transpose donne un isomor- 
phisme de Houlk(V,W) sur HoniK(W v ,V v ). De plus, W etant absolument irreductible, la R- 
algebre EndK(W) est reduite aux homotheties R-idw- En ces termes, l'accouplement precedent 
se traduit en la composition HoniK(W,V) x HomK(V, W) — >• Endx(W) ^ R. 
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2.3. — Notons V(g) la plus grande sous-representation de V isotypique de type g. C'est l'image 
de HoniK(W,V) (x)W dans V par l'application injective <j)®v >— * (fi(v). En particulier, si V est 
isotypique de type g, alors V* est isomorphe a Hohik(W,V)* (x)W v , de sorte que V v est egale 
a V* et est isotypique de type g v . De plus, l'application V — * V vv est injective. En general, 
notons V g le plus grand quotient de V isotypique de type g, et utilisons des notations analogues 
pour Y v , g v . 

Les entrelacements de V dans W se factorisent par l'espace V g , ce qui donne un isomorphisme 
de HoniK(V £l ,W) sur Hohik(V, W) et, par transposition, un isomorphisme de HomK(W v ,VJ ) 
sur Houlk(W v , V v ) (voir la remarque 2.2). Considerons alors le diagramme suivant ou les fleches 
verticales proviennent de la projection V — * V e , celle de droite etant un isomorphisme : 

Hom K (W,V) x Hom K (W v , V v ) R 

I T 

Hom K (W, V e ) x Hom K (W v , VJ) R 

Comme est isotypique de type g, l'accouplement de la ligne du bas est non degenere : plus 
precisement, son noyau a droite et son noyau a gauche sont nuls, et il induit un isomorphis- 
me de Hohik(W v ,V^) sur Homx(W, V e )* ; si de plus est de dimension finie, il induit un 
isomorphisme de HomK(W, V e ) sur Homx(W v , )*. Remarquant que le diagramme est com- 
patible aux accouplements et que les entrelacements de W dans V prennent leurs valeurs dans 
y(g), on a obtenu le resultat suivant. 

Proposition 2.3. — Supposons que I 'application V(g) — * V s est un isomorphisme. L'accouple- 
ment : 

(2.1) Hom K (W,V) x Hom K (W v ,V v ) -» R 

induit alors d'une part un isomorphisme de Homx(W v , V v ) sur Homx(W, V)* , d'autre part une 
injection de HorriK(W, V) dans Houlk(W v , V v )*, qui est une bijection si V(f?) est de dimension 
finie. 

Remarque 2.4- — Si le pro-ordre de K est inversible dans R, toute representation lisse de K 
est semi-simple et, quel que soit V, l'hypothese de la proposition est satisfaite. C'est le cas en 
particulier si R est de caracteristique nulle, par exemple si R = C. 

2.4. — Dans la pratique, le pro-ordre de K n'est pas forcement inversible dans R. Mais il arrive 
(voir [6]) que K possede un sous-groupe ouvert distingue Ki ayant les proprietes suivantes : 

(1) Le pro-ordre de Ki est inversible dans R. 

(2) La restriction de g a Ki est multiple d'une representation absolument irreductible r\ de 
Ki. 

(3) V(f?) = Vfa). 

Proposition 2.5. — Sous les conditions precedentes, l'application V(g) — * \ g est un isomor- 
phisme. 

Demonstration. — Comme r] est la seule representation irreductible de Ki intervenant dans W, 
sa classe d'isomorphisme est invariante par conjugaison par K et est une representation de 
K. La projection de V(g) = V(r/) dans V,, est K-equivariante et, comme le pro-ordre de Ki est 
inversible dans R, c'est meme un isomorphisme. En particulier est isotypique de type g et il 
s'ensuit que V e = V 7) . □ 
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2.5. — Revenons a notre situation generale, et donnons des conditions necessaires et suffisantes 
pour que V(f?) — » V g soit un isomorphisme. 

Proposition 2.6. — Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(1) L'application V(g) —* V e est un isomorphisme. 

(2) L'accouplement (2.1) induit un isomorphisme entre HoniK(V,W) et HoniK(W, V)* . 

(3) V se decompose sous la forme V(g) ©V avec HoniK(W, V) = HomK(V',W) = {0}. 

Demonstration. — On a deja prouve que la condition 1 implique la condition 2 (voir la proposi- 
tion 2.3 et la remarque 2.2) et on verifie immediatement que la condition 3 implique la condition 
1. Notons V le noyau de V(g) — » V e . Le noyau a droite de (2.1) est forme des ip e HomK(V, W) 
qui sont nuls sur V(g) + V et son noyau a gauche est forme des <p e Homx(W, V) dont l'image 
est incluse dans V(g) n V. Si la condition 2 est verifiee, on obtient done V(g) nV' = {0} et : 

Hom K (V/(V( £ ))+V / ),W) = {0}. 

Comme le quotient V/(V(g) + V) est isotypique de type g, on en deduit que V = V(g) © V. 
On a aussi V'(g) = V(g) n V = {0} et Y g = V/(V(q) + V) = {0}, ce qui termine la preuve. □ 

Definition 2.7. — La representation V est dite W- semi- simple si les conditions equivalentes 
de la proposition 2.6 sont verifiees. 

La propriete de W-semi-simplicite n'est stable ni par passage a un sous-objet, ni par passage 
a un quotient, comme le montre l'exemple ci-dessous. 

Exemple 2.8. — On suppose que K est le groupe GL2(A;), oil k est un corps fini dont le cardinal 
q est d'ordre 2 dans R x . On considere la representation de K, par translations a droite, sur 
l'espace E des fonctions de K dans R qui sont invariantes a gauche par le sous-groupe des matri- 
ces triangulaires superieures. Elle est indecomposable et de longueur 3 : elle admet une unique 
suite de composition {0} c X c Y c E, ou X et E/Y sont isomorphes au caractere trivial de K 
et ou Y/X est une representation irreductible cuspidale de K, notee (g, W). Remarquons que X 
est le sous-espace des fonctions constantes. 

Le quotient V = E/X est indecomposable et de longueur 2. L'espace V(g) est non nul, isomor- 
phe a g, mais on va voir que Vg est reduit a {0}. Si ce n'etait pas le cas, alors g v apparaitrait 
comme sous-representation de V v . Or V v est indecomposable, et son unique sous-representation 
irreductible est le caractere trivial de K. 

La representation E est W-semi-simple, avec E(g) = {0}, mais ni son unique quotient V de 
longueur 2 ni son unique sous-representation Y de longueur 2 ne le sont. 

Ceci nous conduira a introduire dans le paragraphe suivant une propriete plus forte. Signalons 
toutefois les proprietes suivantes. 

Proposition 2.9. - (1) On suppose que l'application V(g) —* V e est surjective. Alors pour 
tout quotient Q de V, l'application Q(g) — > Q g est surjective. 

(2) On suppose que l'application ~V(g) —*■ V g est injective. Alors pour toute sous-representa- 
tion X de V, l'application 'X.(g) — > X e est injective. 

Demonstration. — Soit X un sous-espace de V stable par K, et soit Q le quotient de V par X. 
On prouve d'abord (1). Le quotient : 

(V( e )+x)/x^ v( e )/(XnV(e)) 
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est isotypique de type g ; c'est done un sous-espace de Q(g). La composee de V — ► Q et Q — > Q e 
se factorise par V — » V e , e'est-a-dire que est un quotient de V e . II suffit done de prouver 
que l'application (V(g) + X)/X — » V e est surjective. On note V' le noyau de V — > V e . Alors par 
hypothese faite sur V(f?) — » V e , on a V = V(g) + V, ce qui prouve la surjectivite voulue. 
On prouve maintenant (2). On note toujours V' le noyau de V — > V g . Le quotient : 

X/(X n V) (X + V')/V' 

est isotypique de type £> ; c'est done un quotient de X e . Par hypothese faite sur V(^») — » V e , on 
a V(g) nV' = {0}. Ainsi X(g) = Xn V(g) se plonge dans X/(X n V), ce dont on deduit que 
l'application X(g) — » X e est injective. □ 

Remarque 2.10. — Soit (Vj)j 6 i une famille de representations de K, et soit V la somme directe 
des Vj, i el. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(1) Pour tout i el, l'application Vi(g) — * Vj j£ , est surjective (resp. injective). 

(2) L'application V(g) — * V e est surjective (resp. injective). 

2.6. — Introduisons dans ce paragraphe une propriete plus stable que celle de W-semi- 
simplicite. 

Definition 2.11. — Une representation lisse V de K est dite fortement W- semi- simple si elle 
se decompose sous la forme V(f?) ©V, ou V ne possede aucun sous-quotient isomorphe a W. 

Bien sur, une representation fortement W-semi-simple est W-semi-simple (proposition 2.6). 

Proposition 2.12. — Tout sous-quotient d'une representation fortement W-semi-simple de K 
est fortement W-semi-simple. 

Demonstration. — Soit E une representation lisse fortement W-semi-simple de K, qu'on ecrit 
sous la forme E(g) © E'. 

Lemme 2.13. — Soit V une sous-representation de E. Alors V = (V n E(g)) © (V n E'). 

Demonstration. — On note U le quotient de V par (V n E(^)) © (V n E'). On va prouver que 
U est nul. D'une part, U est un quotient de : 

V/(V n E') =a (V + E')/E' c E/E' ^ E(g) 

qui est isotypique de type g. D'autre part, U est un quotient de : 

V/(V n E(g)) (V + E(e))/E(g) c E/E(g) ^ E' 

qui ne contient aucun sous-quotient irreductible isomorphe a g. On en deduit que U est nul. En 
particulier V est fortement W-semi-simple, avec V(g) = V n E(^) et V = V n E'. □ 

Soit maintenant X le quotient de E par la sous-representation V. D'apres le lemme precedent, 
on voit que X = X(g)(&X' avec X(g) = E(g)/(V n E(^)) et X' = E'/(V n E'), ce qui prouve que 
X est fortement W-semi-simple. □ 

La propriete de W-semi-simplicite forte est stable par sommes directes arbitraires : si (Vj)j G i 
est une famille de representations de K, et si V est la somme directe des V», i e I, alors V est 
fortement W-semi-simple si et seulement si chacune des Vj, i el, est fortement W-semi-simple. 
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En revanche, cette propriete n'est pas stable par extensions : toute representation irreductible 
de K est fortement W-semi-simple, mais une extension non triviale de g par une representation 
irreductible non isomorphe a g (s'il en existe) ne l'est pas. 

2.7. — Etudions le comportement de la notion de W-semi-simplicite forte par passage a la 
contragrediente. 

Proposition 2.14- — Soit E une representation lisse fortement W-semi-simple de K. Alors 
sa contragrediente E v est fortement W v -semi-simple. 

Demonstration. — Soit E une representation fortement W-semi-simple de K qu'on decompose 
sous la forme E(^)©E' ou E' est une sous-representation de E ne possedant aucun sous-quotient 
isomorphe a W. Sa contragrediente E v s'ecrit E(g)* ©E' v et on va montrer que E' v ne possede 
aucun sous-quotient isomorphe a W v . Pour toute partie S de E v , on note S° son orthogonal dans 
E, c'est-a-dire l'intersection des noyaux des elements de S. On a le lemme immediat suivant. 

Lemme 2.15. — Soient T,U des sous-espaces de E v tels que T E TJ. Alors I 'application qui 
a t e T° associe la forme lineaire £ >— > sur U induit un homomorphisme injectif de T°/U° 
dans (U/T) v . En outre, si U est de dimension finie, c'est un isomorphisme. 

Supposons qu'il y a des sous-espaces TcUde E' v stables par K et tels que le quotient U/T 
est isomorphe a W v . Quitte a remplacer U par la sous-representation de U engendree par un 
vecteur qui est dans U mais pas dans T, on peut supposer que U est de dimension finie. On a 
ainsi un isomorphisme T°/U° ^ (U/T) v , ce qui contredit l'hypothese faite sur E'. □ 

La reciproque n'est pas vraie en general : si V est la representation de l'exemple 2.1, alors sa 
contragrediente, qui est nulle, est fortement W-semi-simple pour n'importe quel W, tandis que 
V n'est fortement W-semi-simple pour aucun W. On a toutefois le resultat suivant. 

Proposition 2.16. — Supposons que K a un sous-groupe ouvert Ki de pro-ordre inversible 
dans R. Alors une representation de K est fortement W-semi-simple si et seulement si sa 
contragrediente est fortement W v -semi-simple. 

Demonstration. — La proposition 2.14 prouve l'une des implications. Par hypothese sur K, E 
se plonge naturellement dans son bicontragredient E vv . L'implication reciproque se deduit des 
propositions 2.12 et 2.14. □ 

2.8. — Revenons finalement a la notion de W-semi-simplicite et a la fagon dont cette propriete 
se comporte par passage a la contragrediente. 

Proposition 2.17. — Supposons que K a un sous-groupe ouvert de pro-ordre inversible dans 
R. Alors une representation de K est W-semi-simple si et seulement si sa contragrediente est 
W v -semi-simple. 

Demonstration. — Etant donnee une representation lisse E de K qui n'a W ni pour sous-repre- 
sentation ni pour quotient, il s'agit de montrer que W v n'est ni sous-representation ni quotient 
de E v . Supposons que E v a une sous-representation U isomorphe a W v . D'apres le lemme 2.15 
avec T = {0}, on obtient un isomorphisme E/U° ^ U v , ce qui contredit le fait que E n'a pas de 
quotient isomorphe a W. Si E est de dimension finie sur R, on peut encore raisonner de facon 
analogue pour prouver que E v n'a pas de quotient isomorphe a W v . 
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II reste a prouver que E v n'a pas de quotient isomorphe a W v dans le cas ou E n'est pas de 
dimension finie sur R. Puisque W est lisse et de dimension finie, on peut supposer que K possede 
un sous-groupe ouvert distingue Ki de pro-ordre inversible dans R, et que Ki agit trivialement 
sur W. Ecrivons E = E Kl Ei ou E Kl designe l'espace des vecteurs de E invariants par Ki et 
ou Ei n'a aucun sous-quotient isomorphe a W. Quitte a remplacer K par K/Ki et E par E Kl , 
on peut supposer que K est un groupe fini. 

L'algebre de groupe A = R[K] est de dimension finie sur R, en particulier elle est artinienne. 
On note r son radical. D'apres le corollaire du §10, n°2 de [1], pour tout A-module M, le radical 
de M (c'est-a-dire le plus petit sous-module N tel que M/N soit semi-simple) est egal a rM. On 
note M[r] le plus grand sous-module semi-simple de M. 

Lemme 2.18. — Soit M un A-module. Alors rM* est egal a I 'orthogonal de M[r] dans M*. 

Demonstration. — D'abord, la restriction des formes lineaires de M a M[r] induit un isomorphis- 
me de M*/M[r]° sur M[t]*. Ce dernier est semi-simple, ce qui implique que rM* c M[r]°. En 
outre, si M est de dimension finie sur R, cette inclusion est une egalite. 

Ecrivons M comme la reunion de sous-modules Mj de dimension finie sur R, pour i el. Alors 
M* est la limite projective des M* (si Mj c: M-, on a un morphisme surjectif de M* dans M* 
defini par restriction des formes lineaires) et M[r]° est la limite projective des M^r] . Pour tout 
i e I, on a le diagramme commutatif suivant : 

rM* c M[r]° 

I I 
rM* = Mjr]° 

et il s'agit done de prouver que rM* est la limite projective des rM*. Plus precisement, on a un 
homomorphisme injectif £ de rM* vers la limite projective des rM*, et il s'agit de montrer que 
£ est surjectif. 

Choisissons une base (ax, . . . , a k ) de r comme espace vectoriel sur R. Pour chaque i e I, on a 
une application lineaire /j de (M*) fc dans M* definie par : 

/i(mi, . . . ,m k ) = aimi H h a k m k , 

d'image rM*. De fagon analogue, on a une application lineaire / de (M*) k dans M* dont l'image 
est rM*. Soit x e M* et soit %{ son image dans M*. On suppose que e rM* pour chaque 
i el. Alors f^ 1 {x i ) est un sous-espace affine non vide de (M*) k de direction Ker(/j). D'apres le 
theoreme 1 de [2], chapitre III, §7, n°4, la limite projective des f^ 1 {x i ) est non vide, c'est-a-dire 
que l'equation f(y) = x admet une solution dans (M*) fc . □ 

Si l'on applique le lemme a M = E, on obtient un isomorphisme de E*/rE* = E*/E[r]° dans 
E[r]*. Comme W n'apparait pas dans E[r], on en deduit que W v n'apparait pas comme quotient 
de E*. □ 



§3. Modules d'entrelacement 

3.1. — On suppose maintenant que G est un groupe localement profini et que K est un 
sous-groupe ouvert et compact de G. On fixe comme precedemment une representation lisse 
absolument irreductible (g, W) de K. On note "K = !K(G,K,W) l'algebre d'entrelacement - ou 
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algebre de Hecke - de g dans G : on la voit comme formee des fonctions T de G dans EndR,(W), 
a support compact, telles que : 

T(hgk) = g(h)oT{g)og(k) 
pour g e G et h, k e K. La loi de composition est la loi de convolution : 

T*S(g) = £ T^/T^oS^) 
K\G 

ou la somme porte sur un systeme quelconque de representants de K\G dans G. 

On note K v = K(G,K,W V ) l'algebre de Hecke de g v dans G. L'application qui a T associe 
T v : g h- > T(g~ 1 ) v (ou T(g~ 1 ) v designe l'endomorphisme transpose de T(<7 -1 )) est, comme on 
le verifie aussitot, un anti-isomorphisme de R-algebres de IK sur K v . 

3.2. — Soit (vr,V) une representation lisse de G. L'espace d'entrelacement Hohik(W, V) est 
alors un K-module a droite : pour <f> e HomK(W, V) et T e M, on a : 

4>T= J] vr^-^o^oT^), 
K\G 

la somme portant sur un systeme quelconque de representants de K\G dans G. De la meme 
facon, Hohik(W v ,V v ) est un J{ v -module a droite. C'est egalement, via l'anti-isomorphisme 
Ti->T V , un 'K- module a gauche, et il est naturel de se demander si l'accouplement : 

(3.1) Hom K (W,V) x Hom K (W v , V v ) R 
est hermitien, au sens ou : 

<<AT,^> = <^,T^> 

pour tous 4> e Homx(W, V), ip e HoniK(W v ,V v ) et T e IK, ou Tip designe bien sur ^T v . 
II sera commode d'utiliser la remarque 2.2 et de considerer plutot l'accouplement : 

(3.2) Hom K (W,V) x Hom K (V,W) R. 
L'action a gauche de "K sur Homx(V,W) est alors donnee par : 

(3.3) T> = 2 Tig' 1 ) o $ o ^g) 

K\G 

pour ip e Homx(V, W) et T e M, la somme portant sur un systeme quelconque de representants 
de K\G dans G. 

Remarque 3.1. — Comme l'induction lisse de K a G est adjointe a droite de la restriction 
de G a K, l'espace HorriK(V,W) est naturellement un module a gauche sur l'algebre A des 
endomorphismes de l'induite lisse Ind^(^). Le produit de convolution : 

T*/:x~ ^ T (5 _1 )(/(^)) 
K\G 

pour T e "K, f e Ind^^) et x e G, la somme portant sur un systeme quelconque de representants 
de K\G dans G, fait de cette induite lisse un module a gauche sur IK (on verifie immediatement 
que (T * S) * / = T * (S * /) pour tous T, S e IK). Ceci definit un morphisme de R-algebres i de 
K dans A. La restriction du yi-module Homx(V,W) a K induite par le morphisme i coincide 
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avec la structure de !K-module a gauche sur HorriK(V, W) definie par (3.3). En effet, Taction de 
A sur HoniK(V,W) est donnee par : 

aip : v i— >• a{xj)(v))(\), 

pour a e A, tp e HoniK(V, W), v e V, ou ip(v) est l'element de lnd^(g) defini par g h-» if)(Tr(g)v). 
Par consequent, pour T e M, on a : 

i(Tty : u - i(T)$(u))(l) = (T * V^))(l) = ^ T( 5 - 1 )(^( 7 r( 5 ) ? ;) 

K\G 

c'est-a-dire que i(T)'0 est egal a d'apres la formule (3.3). 

II s'agit done de comparer tp o (</>T) et (Tijj) o <\> pour 4> e HoniK(W, V) et ?/> e HomK(V, W). 
Fixons de tels (p et ip. 

Lemme 3.2. — (1) Soit g e G. L'operateur : 

entrelace g avec g 9 . 

(2) L 'application E : g >-> E((j),ip,g) de G dans EndR.(W) verifie : 

(3.4) E(x#xO = g(x) o E( 5 ) o g(x') 
pour tous x, x' e K et g e G. 

Remarque 3.3. — La restriction de E a chaque double classe KgK de G est dans "K. 
Demonstration. — On pose E(g) = E((j),ip,g). Pour tout x e K n g^Kg, on a : 

Qigxg' 1 ) oE(g) = ip o-K^xg- 1 ) oir(g) o <p 
= ip o w(g) o tt(x) o cf) 
= E(g) o 

ce qui prouve le point 1. Le point 2 se deduit d'un calcul immediat. □ 
Soit TeM. On a les formules : 

K\G 

Tt/;o0 = ^T^oE^^j) 
K\G 

dans EndK(W), la somme portant sur un systeme quelconque de representants de K\G dans G. 
Ces deux quantites sont des homotheties de W. 

Pour comparer ces deux quantites, il suffit de le faire pour T supporte par une seule double 
classe KgK. Dans ce cas, les formules ci-dessus deviennent : 

(3.5) = ^ s(i" 1 )°E(W )J - 1 )oT( S )o S (i) ) 

(KnK9)\K 

(3.6) T^otf, = J] g(x- 1 )oT(jg)oE{<f>,^g- 1 )o e (x) 

(KnK9 _1 )\K 
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dans EndK(W), ou Ton a note K 9 = g 1 Kg pour g e G et ou les sommes portent sur des systemes 
de representants des ensembles-quotients indiques. 

The.ore.me 3.4- — Si la dimension de W est premiere a I'exposant caracteristique de R, alors 
I'accouplement (3.1) est hermitien quelle que soit la representation lisse (7r, V) de G. 

Demonstration. — En effet, les termes des deux sommes (3.5) et (3.6) ont la meme trace, et les 
deux sommes ont le meme nombre de termes, a savoir le nombre de classes de K dans KgK, a 
droite ou a gauche. Comme les deux sommes sont des homotheties de W, et comme la dimension 
de W est premiere a I'exposant caracteristique de R, le resultat s'ensuit. □ 

3.3. — Le theoreme precedent appelle un certain nombre de remarques. 

(1) Nous n'avons pas fait d'hypothese sur la non-degenerescence de I'accouplement, qui ne 
semble guere reliee avec le fait qu'il soit hermitien. 

(2) Nous ne donnons pas d'exemple ou I'accouplement ne soit pas hermitien. Si l'on revient 
au lemme 3.2, il parait peu vraisemblable qu'on ait toujours E(<7 _1 ) o T(g) = T(g) o E(g^ 1 ). 
Cependant, une situation frequente en theorie des types [3, 6] est celle ou : 

dimHomKnK9(^j Q 9 ) ^ 1 

pour tout jeG. Alors E(<7 _1 ) et T(g) sont pris chacun dans un espace vectoriel de rang 1, et 
on peut penser qu'il y a plus de chances qu'ils commutent : voir la suite. 

(3) Supposons que (tt, V) est telle que V(g) et V e soient irreductibles. Alors ou bien F appli- 
cation V(g) — * V e est nulle et I'accouplement est nul egalement, done hermitien. Ou bien cette 
application est bijective, et I'accouplement est non degenere ; alors Homx(W, V) et Houlk(V, W) 
sont de dimension 1, et pour prouver que I'accouplement est hermitien, il suffit de prouver que 
les quantites (3.5) et (3.6) sont egales quand <\> et tp sont des bases de ces espaces, telles qu'on 
ait ip o (j> = idw- En ce cas, il y a des caracteres A et B de Falgebre "K tels que : 

ip o (f>T = A(T) • idw, Tip = B(T) -id w , 

et il suffit de prouver A(T) = B(T) pour un systeme generateur de cette algebre. 

3.4. — Notons S Fespace des fonctions de G dans Endft(W) verifiant la condition (3.4). Iden- 
tifions "K au sous-espace de C forme des fonctions a support compact. Alors S est naturellement 
un module a droite et a gauche sur "K : pour / e C et T e M, on a : 

f*T:x >-> Yi f^^ 1 ) ° T(s), 
K\G 

T*f:x - ^Tfrg-^ofig), 
K\G 

la somme portant sur un systeme quelconque de representants de K\G dans G (on verifie im- 
mediatement que l'on a / * (T * S) = (/ * T) * S et (T * S) * / = T * (S * /) pour tout / e C et 
tous T,SeM). 

Lemme 3.5. — Soit T e 'K supporte par une seule double classe KgK, et soient f,f e C. On 
suppose que fig" 1 ) = fig' 1 ). Alors f * T(l) = /' * T(l) et T * /(l) = T * /'(l). 
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Demonstration. — De fagon analogue a (3.5) et (3.6), on a : 

/*T(1) = £ e(x- 1 )of(g- 1 )oT(g)og(x), 
(KnKf)\K 

t*/(i) = 2 eCz'VTGtfo /Or 1 ) o 

(KnKs _1 )\K 

ce qui prouve le resultat. □ 

On forme les hypotheses suivantes. 

Hypothese 1. — Pour tout g e G, I'espace d'entrelacement HoniKnKs (q, Q 9 ) est de dimension 
au plus 1. 

Hypothese 2. — Tout element non nul de K supporte par une seule double classe est inversible. 

Ces hypotheses sont verifiees frequemment en theorie des types ([6], lemme 2.19 et corollaire 
2.23). 

Proposition 3.6. — Sous les hypotheses 1 et 2, I'accouplement (3.2) est hermitien. 

Demonstration. — Soient 4> e Houlk(W, V), ip e Hohik(V, W) et T e IK. On suppose que T 
est supporte par un seule double classe KgK. D'apres le lemme 3.2, l'operateur E((j),Tp, g^ 1 ) 
appartient a HoniKnKsfp, Q 9 )- D'apres l'hypothese 2, T est inversible dans K. 

Lemme 3.7. — T _1 ((/ _1 ) est un entrelacement non nul dans Hom-KnKa{Q, Q 9 ). 

Demonstration. — Par definition du produit de convolution, on a : 

id w = T- 1 *T(l)= 2 ^jo^^loTWo^), 

(KnK»)\K 

ou la somme porte sur un systeme quelconque de representants de K n K 9 dans K. Par conse- 
quent, T^ 1 (g^ 1 ) n'est pas nul. □ 

D'apres l'hypothese 1, il y a done un scalaire z e R tel que : 

E(<p,^,g- 1 ) = zT(g- 1 ). 
Si Ton applique le lemme 3.5 avec / = E et /' = zT^ 1 , on a : 

E * T(l) = zT- 1 * T(l) = zT * T _1 (l) = T * E(l), 
e'est-a-dire que (3.5) et (3.6) coincident. □ 

Remarque 3.8. — L'hypothese 2 pourrait etre remplacee par l'hypothese plus faible suivante : 
pour tout g £ G et tout T e K de support KgK, il y a une fonction / e C telle que f{g~ l ) ¥= 
et /*T(1) = T*/(1). 

Si Ton ajoute aux considerations ci-dessus celles des paragraphes 2.5 et 2.6, on a le theoreme 
suivant. 

Theoreme 3.9. — Supposons que les hypotheses 1 et 2 sont verifiees et que I'induite compacte 
indj^(^) est fortementW -semi-simple. Alors pour toute representation lisse V de G qui est sous- 
quotient d'une representation engendree par son composant isotypique de type g, les "K-modules 
Houik(V,W) eiHomx(W,V)* sont isomorphes. 
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Demonstration. — Une telle representation V est sous-quotient d'une somme directe arbitraire 
de copies de ind^(^). Le resultat est alors une consequence des propositions 2.6, 2.12 et 3.6. □ 

II se peut que HoniK(V, W) et HoniK(W, V)* soient des !K-modules a gauche isomorphes sans 
que cet isomorphisme ne provienne de l'accouplement (3.2). 

Exemple 3.10. — Soit F un corps localement compact et non archimedien, de caracteristique 
residuelle p. Supposons que la caracteristique de R est differente de et p, et que le cardinal du 
corps residuel de F est trivial dans R x . On suppose que G = F x et que g est le caractere trivial 
du sous-groupe des unites K = Up. II y a une auto-extension non triviale V du caractere trivial 
de G dont la restriction a K est une auto-extension non triviale de g. L'accouplement (3.2) 
est nul ; pourtant, les Jf-modules HoniK(V, W) et Houlk(W,V)* sont tous deux isomorphes au 
caractere trivial de "K. 

3.5. — Revenons a la notion de W-semi-simplicite definie au paragraphe 2.3. 

Proposition 3.11. — Supposons que les hypotheses 1 et 2 sont verifiees. Alors I'induite com- 
pacte ind^(^) est W- semi- simple. 

Demonstration. — D'apres la formule de Mackey et la remarque 2.10, pour que I'induite com- 
pacte ind K (^) soit W-semi-simple, il faut et il suffit que, pour chaque geG, l'espace : 

I(g)=md* nKg (g 9 ) 

le soit. D'apres l'hypothese 1, pour tout g e G, l'espace Hohik(W, 1(g)) est de dimension au plus 
1. Plus precisement, si X g e HomK n Ks(ft Q 9 ) est un operateur d'entrelacement non nul et si Ton 
note k ■ w le vecteur g(k)(w) pour tous w e W et k e K, alors l'application a e HomK(W, I(<?)) 
definie par : 

a(w)(k) = X g (k ■ w) 

pour w e W et k e K est un generateur de Homx(W, 1(g)). Par ailleurs, si pour tout we Wet 
tout k e K on note [k, w] l'element de 1(g) de support (K n K 9 )k et prenant en k la valeur w, et 
si Ton a un operateur d'entrelacement non nul X g -i e Hom KnKg -i(g, g 9 ) = KoniKnKa (g 9 , g) , 
alors l'application (3 e HomK(I(fl r ), W) definie par : 

P([k,w]) = AT 1 • X g -i(w) 

pour w e W et k e K est un generateur de HomK(I(g), W). Ainsi 1(g) est W-semi-simple si et 
seulement si j3 a a est un operateur non nul de Endx(W). Pour tout w 6 W, on a : 

a(w) = [x,a(w)(x)]= ^ [x,X g (x-w)] 

(KnK9)\K (KnKff)\K 

ou x decrit un systeme quelconque de representants de (K n K 9 )\K dans K, done : 

fi(a(w)) = Yj x' 1 ■ X g -i(X g (x ■ w)) 

(KnK9)\K 

e'est-a-dire que : 

(3oa= 2j q( x ~ 1 ) ° X g -i o X g o g(x). 

(KnK«)\K 

Ainsi, compte tenu de l'hypothese 2, et si T est un element non nul de "K supporte par la double 
classe KgK, on trouve que (3 o a est egal a un scalaire non nul pres a T _1 * T(l) = idw- D 
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Remarque 3.12. — Supposons que R est de caracteristique I > 0. 

(1) Si K est un pro-^-groupe, alors g est le caractere trivial de K et ind K (£>) n'est pas W-semi- 
simple. 

(2) Soit F un corps localement compact et non archimedien, soit n > 2, soit G = GL n (F) et 
soit g le caractere trivial d'un sous-groupe compact maximal K de G. Si le cardinal q du corps 
residuel de F est non nul et d'ordre < n modulo £, alors ind K (£>) n'est pas W-semi-simple. 

Dans les deux cas, l'hypothese 2 n'est pas verifiee. 

3.6. — Pour terminer cette section, on fait le lien entre la W-semi-simplicite forte et la notion 
de quasi-projectivite introduite dans [10]. 

Definition 3.13. — Une representation lisse Q de G est quasi-projective si, pour tout homo- 
morphisme surjectif / de Q dans une representation V, l'homomorphisme de EndG(Q)-modules 
de Endc(Q) dans Homc(Q, V) defini par u >-> / o u est surjectif. 

Si la representation Q est quasi-projective et de type fini, alors le foncteur V >-> Homc(Q, V) 
possede les proprietes suivantes (voir Pappendice de [10]) : 

(1) il induit une bijection entre les classes d'isomorphisme de quotients irreductibles de Q et 
les classes d'isomorphisme de Endc(Q)-modules a droite simples ; 

(2) il est exact sur la sous-categorie pleine des representations lisses de G formee des represen- 
tations qui sont sous-quotients de sommes directes arbitraires de copies de Q. 

Proposition 3.14- — Supposons que I'induite compacte indj|(f?) est fortement W-semi-simple. 
Alors elle est quasi-projective et de type fini. 

Demonstration. — On note Q I'induite compacte ind^(^). Soit / : Q — * V un homomorphisme 
surjectif de representations de G. D'apres la proposition 2.12, V est fortement W-semi-simplc 
puisque Q Test, et / induit un homomorphisme surjectif K-equivariant de Q(g) dans V(#). On 
en deduit un homomorphisme surjectif : 

Ham K (W,Q(f>)) - Hom K (W,V(£)) 

Le membre de droite est egal a Homx(W, V), et le membre de gauche est egal a HoniK(W, Q), 
qui est canoniquement isomorphe a Endc(Q) par reciprocite de Frobenius. L'homomorphisme 
surjectif de Endc(Q) dans Homc(Q, V) ainsi obtenu est bien u^/o«. □ 

Corollaire 3.15. — Si I'induite compacte indj^(^) est fortement W-semi-simple, alors le fonc- 
teur V i— ► Homx(W, V) possede les proprietes suivantes : 

(1) II induit une bijection entre les classes d'isomorphisme de representations irreductibles V 
de G telles que V(g) {0} et les classes d'isomorphisme de "K-modules a droite simples. 

(2) II est exact sur la sous-categorie pleine des representations lisses de G formee des repre- 
sentations qui sont sous-quotients de representations engendrees par leur composant isotypique 
de type g. 

Remarque 3.16. — La sous-categorie pleine des representations lisses de G qui sont sous-quo- 
tients de representations engendrees par leur composante isotypique de type g n'est pas stable 
par extensions en general : elle ne contient pas la representation de l'exemple 3.10. 
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§4. Application aux types simples 

On suppose dans ce paragraphe que G est le groupe GL m (D), oil m > 1 et ou D est une algebre 
a division centrale et de dimension finie sur un corps localement compact et non archimedien F 
de caracteristique residuelle p. On suppose que R est algebriquement clos et de caracteristique 
difierente de p, et que (K, g,W) est un type simple de G au sens de [6], §2.5. 

D'apres [6], lemme 2.19 et corollaire 2.23, les hypotheses 1 et 2 du paragraphe 3.4 sont satis- 
faites pour (K, g, W), et il decoule de la preuve de [6], proposition 4.9 que l'induite compacte 
'md^(g) est fortement W-semi-simple. On deduit du theoreme 3.9 le resultat suivant. 

Theoreme J^.l. — Soit V un sous-quotient d'une representation de GL m (D) engendree par sa 
composante isotypique de type g. Alors les "K-modules d gauche Houlk(V, W) et Houlk(W, V)* 
sont isomorphes. 

Ce theoreme permet de montrer que la classification de Zelevinski m *—> Z(m) des represen- 
tations lisses irreductibles de GL m (D) a coefficients dans R en termes de multisegments [7] est 
compatible au passage a la contragrediente, c'est-a-dire que si m est un multisegment et m v son 
multisegment contragredient, alors Z(m v ) est isomorphe a la contragrediente de Z(m). 
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